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Аннотация: Рассматриваются некоторые модели массового обслуживания с неполно заданными ин-
тенсивностями. Авторы изучают систему Mt/Mt/S с произвольным числом серверов S и систему
Mt/Mt/S/S (модель Эрланга) с интенсивностями, удовлетворяющими соответствующим условиям. Для
получения оценок скорости сходимости используется понятие логарифмической нормы операторной
функции и связанные с ней оценки нормы матрицы Коши.
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1 Введение

В работе изучаются простые нестационарные
системы обслуживания Mt/Mt/S/S и Mt/Mt/S
в ситуации, когда интенсивности поступления и об-
служивания требований являются 1-периодически-
ми функциями времени и известны не сами эти
функции, а их «средние» значения, т. е. числа

λ∗ =

1∫

0

λ(t) dt ; µ∗ =

1∫

0

µ(t) dt .

Такого типа модели (в которых известны не сами
интенсивности поступления и обслуживания тре-
бований, а какие-либо их характеристики) доста-
точно часто встречаются в современной литературе
(см., например, [1–6]).

Оценки скорости сходимости для рассматрива-
емых моделей в стационарной и нестационарной
ситуациях изучались во многих работах, (см., на-
пример, [7–17] и приведенную в этих работах биб-
лиографию).

Сами эти модели достаточно стандартны, они
характеризуются числом серверов S, а также ин-
тенсивностями поступления и обслуживания тре-
бований λ(t) и µ(t) соответственно.

Число требований X(t) описывается неодно-
родным процессом рождения и гибели (ПРГ):

– для системыMt/Mt/S/S с конечным простран-
ством состояний 0, 1. . . . , S и интенсивностями
λk(t) = λ(t) и µk(t) = kµ(t);

– для системы Mt/Mt/S со счетным простран-
ством состояний 0, 1. . . . , S, . . . и интенсивно-
стями λk(t) = λ(t) и µk(t) = µ(t)min(k, S).

Функции λ(t) и µ(t) предполагаются неотрица-
тельными, 1-периодическими и интегрируемыми
на [0, 1].

Обозначим через

pij(s, t) = Pr {X(t) = j |X(s) = i} ,
i, j ≥ 0 0 ≤ s ≤ t ,

переходные вероятности процесса X = X(t), а его
вероятности состояний — через

pi(t) = Pr {X(t) = i} .

Будем обозначать через ‖•‖ l1-норму вектора
и матрицы, т. е. ‖x‖ =∑ |xi|, а ‖B‖ = maxj

∑

i |bij |
при B = (bij)

S
i,j=0, а через Ÿ — множество всех

стохастических векторов, т. е. множество векторов
с неотрицательными координатами и единичной
l1-нормой.

Через E(t, k) = E {X(t) |X(0) = k } будем да-
лее обозначать математическое ожидание процесса
(среднее число требований) в момент t при усло-
вии, что в нулевой момент времени он находится
в состоянии k.

∗Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 19-11-00020).
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2Вологодский государственный университет, yacovi@mail.ru
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Напомним, что марковская цепь X(t) называ-
ется слабо эргодичной, если ‖p∗(t) − p∗∗(t)‖ → 0
при t → ∞ для любых начальных условий p∗(s),
p∗∗(s) и любом s ≥ 0. Марковская цепь X(t) имеет
предельное среднее φ(t), еслиE(t, k)−φ(t)→ 0 при
t→ ∞ и любом k.

2 Оценки для системы
Mt/Mt/S/S

Прежде всего отметим, что слабая эргодич-
ность X(t) эквивалентна условию λ∗ + µ∗ > 0, это
вытекает, например, из следствия 1 [15].

Сформулируем получаемые оценки отдельно
для каждого из двух случаев.
Теорема 1. Пусть µ∗ > 0. Тогда X(t) имеет предель-

ный 1-периодический режим

π(t) = (π0(t), π1(t), . . . , πS(t))
T

и соответствующее предельное среднее

φ(t) =

S∑

k=0

kπk(t)

и при любом t ≥ 0 выполняются следующие оценки

скорости сходимости:

‖p∗(t)− π(t)‖ ≤ 8Se−µ∗(t−1) (1)

при любых начальных условиях;

|E(t, k)− φ(t)| ≤ 8S2e−µ∗(t−1) (2)

при любом k. При λ∗ > 0 вместо (1) и (2) справедлива

оценка:

‖p∗(t)− π(t)‖ ≤ 8Se−λ∗(t−1)/S . (3)

Для д о к а з а т е л ь с т в а теоремы 1 рассмотрим
положительные числа di и положим

d = inf
i≥1

di = 1 ; W = inf
i≥1

di

i
;

gi =

i∑

n=1

dn; G =

S∑

i=1

di.

Рассмотрим теперь выражения:

αk (t) = λk (t) + µk+1 (t)−

− dk+1

dk
λk+1 (t)−

dk−1
dk

µk (t) , k ≥ 0 ;

β∗ (t) = inf
k≥0

αk (t) . (4)

Тогда, применяя соответствующее преобразо-
вание прямой системы Колмогорова, из след-
ствия 1 [15] получаем такие оценки:

‖p∗(t)− π(t)‖ ≤ 8G
d
e−

∫
t
0

β∗(τ)dτ ;

|E(t, k)− φ(t)| ≤ 8G
W

e−
∫

t
0

β∗(τ)dτ .

Положим вначале все di = 1, тогда все αk(t) =
= β∗ = µ(t), и с учетом неравенства

e−
∫ t
0

µ(τ) dτ ≤ e−
∫ [t]
0 µ(τ) dτ ≤ e−µ∗(t−1)

получаем оценки (1) и (2).
Теперь, следуя ходу рассуждений теоремы 93

из [13], положим

d1 = 1 ; dk+1 =
S − 1
S

dk < 1 .

Тогда получим все αk(t) > λ(t)/S, откуда β∗ ≥
≥ λ(t)/S. При этомG ≤ S, а e−

∫
t
0

λ(τ) dτ ≤ e−λ∗(t−1)

и, значит, справедливо неравенство (3).

3 Оценки для системы Mt/Mt/S

Отметим, что для наличия слабой эргодичности
достаточно, чтобы выполнялось условие λ∗ < Sµ∗.

Рассмотрим треугольную матрицу D:

D =








d1 d1 d1 · · ·
0 d2 d2 · · ·
0 0 d3 · · ·
...

...
. . .

. . .








и пространства последовательностей l1D:

l1D =
{
z = (p1, p2, . . .)

T : ‖z‖1D ≡ ‖Dz‖ <∞
}

и l1E :

l1E =
{

z = (p1, p2, . . .)
T : ‖z‖1E ≡

∑

k|pk| <∞
}

.

Выберем число δ ∈ (1, S/(S − 1)).Тогда, как по-
казано в [13, параграф 4.2], в (4) получается

β∗ (t) ≥ (Sµ(t)− δλ(t))
(
1− δ−1

)
.

А теперь, применяя теорему 1 и следствие 1 из
работы [17], получаем общие оценки:

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖1D ≤

≤ 4e
−

t∫

0

β∗(τ)dτ ∑

i≥1
gi|p∗i (0)− p∗∗i (0)| ;

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖1E = |φ(t) − E(t, k)| ≤

≤ 4

W
e
−

t∫

0

β∗(τ)dτ ∑

i≥1
gi|p∗i (0)− p∗∗i (0)|
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при любом t ≥ 0 и любых начальных условиях p∗(0)
и p∗∗(0).

Далее, имеем в 1-периодическом случае

e
−

t∫

0

(Sµ(τ)−δλ(τ))(1−δ−1) dτ
≤

≤ e
−
[t]∫

0

(Sµ(τ)−δλ(τ))(1−δ−1) dτ
e

t∫

[t]

δλ(τ)(1−δ−1) dτ

≤
≤ eλ∗(δ−1)−(Sµ∗−δλ∗)(1−δ−1)(t−1).

Теорема 2. Пусть λ∗ < Sµ∗. Тогда X(t)
имеет предельный 1-периодический режим π(t) =

= (π0(t), π1(t), . . . , )
T

и соответствующее предель-

ное среднее φ(t) =
∑

k≥0 kπk(t) и выполняются сле-

дующие оценки скорости сходимости:

‖p∗(t)−π(t)‖1D ≤ 4eλ∗(δ−1)−(Sµ∗−δλ∗)(1−δ−1)(t−1)×
×
∑

i≥1
gi|p∗i (0)− πi(0)| ;

|φ(t) − E(t, k)| ≤

≤ 4gk

W
eλ∗(δ−1)−(Sµ∗−δλ∗)(1−δ−1)(t−1).

4 Примеры

Рассмотрим модели систем обслуживания
Mt/Mt/S/S и Mt/Mt/S с интенсивностями µ = 1,
λ(t) = λ(1 +M sin 2πωt) и различными вариация-
ми «амплитуды» M и «частоты» ω. Выбор S = 100
в первом примере обусловлен возможностью непо-
средственного вычисления предельных характери-
стик этой системы. Для модели Mt/Mt/S постро-
ение предельного среднего проводится с помощью
усечений процессами с конечным пространством
состояний в соответствии с методикой [17], здесь
для простоты взято S = 10. На приведенных
рис. 1–6 показано влияние амплитуды и частоты
интенсивности поступления требований на пре-
дельные характеристики процесса, описывающего
число требований в системе. Интересно отметить,
что «двойное среднее», т. е. величина E =

∫ 1

0
φ(t) dt,

по крайней мере в пределах получаемой точности,
оказывается не зависящей от этих характеристик.

Для построения всех интересующих величин
задача Коши для прямой системы Колмогорова
с начальным условием, соответствующим ситуа-
ции X(0) = 0, решается на [0, t∗], а затем нужная
величина с точностью 10−3 строится на отрезке
[t∗, t∗ + 1]. Во втором примере предварительно вы-
бирается нужная размерность «усеченного» процес-
са N .
Пример I. Система Mt/Mt/S/S, S = 100, λ = 10.
Получаем t∗ = 15. Рассмотрены случаи:

Рис. 1 Среднее число требований в системе E(t, 0) на от-
резке [0, 15]: 1 — пример I, случай 1; 2 — соответствующий
однородный процесс

Рис. 2 Среднее число требований в системе E(t, 0) на
отрезке [15, 16], пример I, амплитуды M = 1 (а) и 0,1 (б):
1 — w = 1; 2 — 5; 3 — w = 25

(1) M = 1, ω = 1;

(2) M = 1, ω = 5;

(3) M = 1, ω = 25;
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Рис. 3 Среднее число требований в системе E(t, 0) на
отрезке [0, 20]: 1 — пример II, случай 1; 2 — соответству-
ющий однородный процесс

Рис. 4 Среднее число требований в системе E(t, 0) на
отрезке [20, 21], пример II, амплитуды M = 1 (а) и 0,1 (б):
1 — w = 1; 2 — 5; 3 — w = 25

(4) M = 0,1, ω = 1;

(5) M = 0,1, ω = 5;

(6) M = 0,1, ω = 25.

При этом E ≈
∫ 1

0 φ(t) dt = 10,000.

Пример II. Система Mt/Mt/S, S = 10, λ = 4. Здесь
получается N = 100, t∗ = 20. Рассмотрены случаи:

(1) M = 1, ω = 1;

(2) M = 1, ω = 5;

(3) M = 1, ω = 25;

(4) M = 0,1, ω = 1;

(5) M = 0,1, ω = 5;

(6) M = 0,1, ω = 25.

При этом E ≈
∫ 1

0 φ(t) dt = 4,006.
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